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♦❢ s✉❝❤ ❜❛♥❞s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❜❛♥❞s t❤❛t
♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣❧❛st✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ❜✉t t❤❡✐r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛✲
s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st❡❞ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬✽❪✱ t❤❡✐r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ tr✐❝❦② ✐♥ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ♣♦❧②❝r②s✲
t❛❧s✱ ❛s ♠❛①✐♠❛❧ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡ ♣❧❛st✐❝
s❧✐♣ ✐♥ ❣r❛✐♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✱ str♦♥❣❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱
str❡ss✳ ▼✉❝❤ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s s✉❝❤
❛ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥
✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ t♦ ❋❈❈
s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ❛♥❞ t♦ ❝②❝❧✐❝ t❡♥s✐❧❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✷❪✳ ▲♦❝❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s
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❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛✐♠s ❛t r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❊❧s❡✈✐❡r ✸ ▼❛② ✷✵✵✾
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐❛❧♦❣ ❜❡t✇❡❡♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t♦♦
♥♦✐s② ❢♦r ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ r❡❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛♥❞❛t♦r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✸❉ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❞❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✲
✐❡s ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✱ ❤❛✈❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❝❧❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
t❡①t✉r❡ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✸❉ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r❡❞
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❊❇❙❉✮ ♠❛♣ ❛❧♦♥❣ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❆ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛st❡❞ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✶✻❪✱ ❬✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr❛st ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ❬✶✽❪ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧②
st❛❣❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❊❇❙❉ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞
s❡r✐❛❧ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❬✶✸❪✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✐s ❛ ✈❡r②
❧♦♥❣ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ s❡✈❡r❛❧
❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❬✶✾❪✱ ❬✷✵❪✱
✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ r❡❛❧ ❊❇❙❉ s✉r❢❛❝❡ ♠❛♣ ❛♥❞ ❛ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✸❉ ❣r❛♥✉❧❛r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t
❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦ï ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♣✉♥❝t✉❛❧
❣❡r♠s ❬✷✶❪✱ ❬✷✷❪✮ ♦r ❢r♦♠ s❡ts ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s ❬✷✸❪✱ ❬✷✹❪✳ ■♥ t❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ♠❛r❦✲
✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❛ ❙❊▼✲✐♥ s✐t✉ ❝②❝❧✐❝ t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞❡✈✐❝❡✱ ✐s s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❬✷✺❪ ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳
✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✶✹ ♠♠ t❤✐❝❦ s❤❡❡t
♦❢ ❤♦t r♦❧❧❡❞ ♦①②❣❡♥ ❢r❡❡ ❤✐❣❤ ♣✉r✐t② ❝♦♣♣❡r ✭❖❋❍❈✮✳ ❚❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ❛ ❝②❝❧✐❝ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st
✉♥❞❡r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ str❛✐♥
✐s ✲✷✪ ❛♥❞ t❡♥ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ✇✐t❤ ❛ str❛✐♥ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♦❢ ✷✪ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✮✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ♦❢ ❛ ❏❡♦❧
❏❙▼✽✹✺ ❙❊▼ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ✐♥ s✐t✉ ❢❛t✐❣✉❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❛
♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ ✶✵ ❦◆ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇✐t❤ ❛ r❛t❤❡r s❤♦rt ❝♦r❡ ③♦♥❡ ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ❊❇❙❉
♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ✢❛t ♣♦❧✐s❤❡❞ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ③♦♥❡✱ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❝
✐♥ s✐③❡✳
❋✐❣✳ ✶✳ ❛✮ ❙❝❤❡♠❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡♣ ✻✳
❋✐❣✳ ✷✳ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✢❛t
s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❊❇❙❉ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✜rst ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ✹ sq✉❛r❡ ❣♦❧❞
♠❛r❦s✱ s♦ t❤❛t ❊❇❙❉ ♠❛♣s ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❢ ❬✷✼❪✳ ❆♥ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ✐s r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤
❛ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ♠✐❝r♦♠❡t❡r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✹✭❛✮✮✳ ❆ ✷✲µm✲st❡♣ ❣♦❧❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦✲
❡❧❡❝tr♦❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ❬✸❪ ♦♥ t❤❡ ✺✵✵ ① ✺✵✵ µm2 s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❡❛✳
❍✐❣❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ 4K × 3K ♣✐①❡❧s ❙❊▼ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦❣r✐❞s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❝❛♥ ❣❡♥✲
❡r❛t♦r ❛♥❞ ❞✐❣✐t✐s❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛❣❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦ts ✐♥
✜❣✉r❡ ✶✳
❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✸✵✵✵✵ ♣♦s✐t✐♦♥s✮ ❜② ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲
❢♦r♠❡❞ st❛❣❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❈▼❱ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛t ▲▼❙✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
③❡r♦✲❝❡♥tr❡❞ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛ ❧♦✲
❝❛❧ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ❬✷✽❪
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r♦❝❡ss
✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥tr❛st s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♠✐❝r♦❣r✐❞s ❬✻❪✳
❚❤✐s ✜❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ str❛✐♥ t❡♥s♦r
♦✈❡r t❤❡ ③♦♥❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✉s❡❞ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✹ µm✳
❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ ✜✈❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✿ ❛t ✲✹✪✱ ✲✷✪✱
✵✱ ✲✷✪ ❛♥❞ ✲✹✪ ❛①✐❛❧ str❛✐♥✳ ❋✐❣✳ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ st❡♣ ✻✱ t❛❦✐♥❣ st❡♣ ✹ ❛s r❡❢❡r✲
❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝②❝❧❡s ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡
❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡ ❜✉t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✷❪✱ ❬✷✾❪✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞
✷
❋✐❣✳ ✸✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ tr❛♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
♦♥ t❤❡ st❡♣ ✻✱ t❛❦✐♥❣ st❡♣ ✹ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
t❤❛t tr❛♥s✈❡rs❡ str❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♥♦✐s② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s ❛ r❛t❤❡r s❧♦✇
s❝❛♥♥✐♥❣ s♣❡❡❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦✐s❡ ✭t②♣✐✲
❝❛❧❧② ✺✵ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s ♣❡r ♣✐①❡❧✮ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛r❡❛s ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡ ✐s r❛t❤❡r ❧♦♥❣
✭❛❜♦✉t ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❉✉r✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♠❛② ♠♦✈❡ s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❙❊▼ ❝♦❧✉♠♥✳ ❇♦t❤
❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥ ❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛①✐❛❧ str❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ ♠❛♣s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t
✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡
t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣✐①❡❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛
❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸✵✵✵ t✐♠❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥
t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✐①❡❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛❧♦♥❣ ❛ ❝♦❧✉♠♥✳ ❋✐❝t✐t✐♦✉s ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛r❡
t❤✉s ♠✉❝❤ ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ str❛✐♥ ♠❛♣s✳ ❆ ❢❡✇
♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ ♠❛♣s ♦♥ ✜❣✉r❡
✸✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ t♦ ❛♥❛❧♦❣
❝♦♥✈❡rt❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡❞✉❝❡❞ ✇❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❜❛♥❞s ❛♣♣❡❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞✱
t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛t ♠✐♥✐♠✉♠
❧♦❛❞✳ ■♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝②❝❧❡s✱ ❜❛♥❞s r❡❛♣♣❡❛r ❛❧❧✇❛②s ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✳ ❯♥str❛✐♥❡❞
❛r❡❛s r❡♠❛✐♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✳
✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✸✳✶✳ ▼❡s❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊❇❙❉ ♠❛♣s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✹✭❛✮✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts
t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
st✉❞②✿ ❛ str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ❧♦ts ♦❢ t✇✐♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡✲
s❡r✈❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣s t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳
❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞r✐✈❡♥ ✐♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❊❇❙❉
♠❛♣ ✐s ❝❧❡❛♥❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡❞✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇✐♥s ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t
❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❜❛s❡❞ ♦❢ ❱♦r♦♥♦ï ♣♦❧②❡❞r❛✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣✱ ❛s
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥
s✉r❢❛❝❡ ✭♠❡❛♥✐♥❣ ❊❇❙❉ ❣r❛✐♥s✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❤❡r❡ ❛❢t❡r✳
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✳ ✹✳ ❛✮ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ✐s ✺✵✵ µ♠×✹✹✵ µ♠❀ ❜✮ ❙✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡s❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣✳
❚❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ✐s ❝❧❡❛♥❡❞ ❛♥❞ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞✿ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❣r❛✐♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❧♦✇ ✷✵ sq✉❛r❡
♣✐①❡❧s ✭✐✳❡✳ ✷✵ sq✉❛r❡ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❧❡❢t ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞ s❡❡ ✜❣✉r❡
✹✭❜✮✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧✲
♦❣② ♦❢ t✇✐♥s str♦♥❣❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡✳ ❚✇✐♥s
❛r❡ t❤❡♥ ✜rst ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r t②♣✐❝❛❧
s❤❛♣❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✧t✇✐♥s ✐♥ t✇✐♥s✧ ✭♥❡✇ t✇✐♥s
♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧r❡❛❞② t✇✐♥♥❡❞ ③♦♥❡s✮✱ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❝r✐t❡✲
r✐❛ ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t✇✐♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡✐r
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜♦r❞❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜②
❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ❧❡♥❣t❤❡♥✲
✸
✐♥❣ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❣r❛✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦ï ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ♣♦❧②❤❡✲
❞r❛ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❜②
❛ ♣❧❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❊❇❙❉ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❣r❛✐♥ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❊❇❙❉♠❛♣✳ ◆❡①t✱
♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛✐♥ s❡❝t✐♦♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ ♠❡r❣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ❢r❡❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❣r❛✐♥s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t✇✐♥s ❛r❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛s s✉❜❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧
s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❣r❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉t ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊❇❙❉ ❝❧❡❛♥❡❞ ♠❛♣ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐r❞
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚✇✐♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣r♦❧♦♥❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❞♦♠
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛②❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✜t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞✿ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡
✐s ✺✵✵ µ♠×✺✹✵ µ♠×✷✷✵ µ♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐s
✸✼✶✵✳
❋✐❣✳ ✺✳ ❋✐♥❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❆ r❡❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞✿ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥❢♦r♠ ❣r❛✐♥ ❛♥❞
t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥
✶ ✷✻✶ ✷✻✵ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
▼✐①❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✲
✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♥❡❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡♥s✐❧❡✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝②❝❧✐❝ t❡st✳
❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❤❡r❡✿ t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♦♥ ✸ ❢❛❝❡s✱ x1 = x1min✱
x2 = x2min ❛♥❞ x3 = x3min✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s
♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ x1 ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ x1 = x1max✱ ❛♥❞ ✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ x2 ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ x2 = x2max✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡
✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ ✇❤♦s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✐♥s ❛s t❤❡ ✜✲
♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ❡❧❛s✲
t✐❝ str❛✐♥ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t✐♥✉♥♦✉s❧②
❢r♦♠ ✵✳✸✸ t♦ ✵✳✺✳ ❚❤❡ ❢❛❝❡ x3 = x3max ✐s ❧❡❢t ❢r❡❡✳
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Deviatoric stress s11
❋✐❣✳ ✻✳ ❙tr❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❢r❡❡❞♦♠ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ s❤❡❛r ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝
str❡ss✳
✸✳✷✳ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❧❛✇ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❬✸✵❪✳ ■t ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✸✶❪✮✳ ❖♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ s♠❛❧❧ str❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ γs ✐s t❤❡ ✈✐s✲
❝♦♣❧❛st✐❝ s❤❡❛r ♦♥ s②st❡♠ s✱ ❛♥❞ vs ✐ts ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡
✭t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✜rst ♦♥❡✮✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ s❧✐♣
s②st❡♠ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ rs✱ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♦♥❡ ❜② t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ xs✳ c ❛♥❞ d ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
t❡♥s♦r m
∼
s✱ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠ s ❜② ❛ t❡♥s♦✲
r✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ns ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ls✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss
τ s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✱ ε˙
∼
p✳ ❚✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ K ❛♥❞ n r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛t❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❛t ✐s
❧♦✇❀ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r0✱Q ❛♥❞ b ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts hrs
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✮ r❡♣r❡s❡♥t ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳
γ˙s =
⌊
‖τ s − xs‖ − rs
K
⌋n
sign(τ s) = v˙ssign(τ s), ✭✶✮
xs = cαs with α˙s = γ˙s − dv˙sαs, ✭✷✮
rs = r0 + Q
∑
hsr(1− exp (−bvr)), ✭✸✮
m
∼
s = (ns ⊗ ls + ls ⊗ ns)/2 ✭✹✮
τ s = m
∼
s : σ
∼
ε˙
∼
p =
∑
s
γ˙sm
∼
s ✭✺✮
❉✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❤❛r❞❡♥✲
✐♥❣ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪✱ ❛♥❞ ❬✶✷❪✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ❣✐✈❡s t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✳
✹
K ✭MPa.(s
1
n )✮ n r0 ✭▼P❛✮ Q ✭▼P❛✮ b ❝ ✭▼P❛✮ ❞
✽ ✷✵ ✶✺ ✹ ✶✷ ✸✷✵✵✵ ✾✵✵
h0 h1 h2 h3 h4 h5
✶ ✶ ✵✱✷ ✾✵ ✸ ✷✱✺
❚❛❜❧❡ ✶
▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳
✹✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ str❡ss
st❛t❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣✉r❡ t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❋✐❣✳ ✻ s❤♦✇s
t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✈❡rs✉s t✐♠❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s❤❡❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♠❛✐♥
s♠❛❧❧✿ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✶✴✶✵✵ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss
s11✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛♥ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡♥s✐❧❡
❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❋✐❣✳ ✼
❛♥❞ ✽ ♣r❡s❡♥ts str❛✐♥ ✜❡❧❞s✱ ❛❧♦♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✷✷
❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✱ s❛✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛r❡
♥♦t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛st t❤❛t ❧♦❝❛❧ ♣❛t❤ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❤❡r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♦❢
❣r❛✐♥s r❡♠❛✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡♠❡
♦❢ str❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ str❛✐♥ ❧❡✈✲
❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❜❛♥❞s s❡❡♠s t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
❋✐❣✳ ✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞s
❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ❝②❝❧❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ✷ t♦ ✻✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ❛♣♣❡❛rs✱ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ q✉✐t❡
❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ❯♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ♥♦♥✲str❛✐♥❡❞✳ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❤❡r❡ ❝❧❡❛r❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ✈✐❣♥❡tt❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡
❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ r❛t❝❤❡tt✐♥❣ ❡✛❡❝t ♥♦t✐❝❡❞
♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❬✶✷❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜❛♥❞s
✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ②❡❧❧♦✇ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦✉r
s❝❛❧❡✮✳ ❆s ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡s r❡♠❛✐♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ r❛t❝❤❡tt✐♥❣ ❛t
❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
❜❛♥❞s✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s
t♦ ❝❛t❝❤ t❤❡ ✈❡r② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❜❛♥❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❧✐♠✐t ✉♥❞❡r ❙❊▼ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✼❛ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❛ ✵✳✶✼✪ ❛①✐❛❧
str❛✐♥✱ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t
♦♥ t❤❡ str❡ss✕str❛✐♥ ❧♦♦♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼❜✳ ■t ❝❧❡❛r❧② ❛♣✲
♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞✱ ✇✐t❤
✐♥t❡♥s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛t ±45✝❢r♦♠ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❛①✐s✳
✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❱♦r♦♥♦ï ♣♦❧②❤❡✲
❞r❛ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
♦❢ ❛♥ ❖❋❍❈ ❝♦♣♣❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♥♦t✐❝❡❞ ❢r♦♠ ❊❇❙❉ ♠❛♣s✿ ❛
str♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ❧♦ts ♦❢ t✇✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣
✐s tr✉❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤✐s ✇❛②
♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡①✲
❛❝t str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❡♥s✐♦♥✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s s❡t ✉♣ ❥✉st ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❧❛st✐❝
✢♦✇✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞❡✲
❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆ ❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ r❛t❝❤❡tt✐♥❣ ✐s
♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡s
r❡♠❛✐♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❝②❝❧❡
❛❢t❡r ❝②❝❧❡✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
∗ ◆♦✇ ❛t✿ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❙◆ ❇♦s❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
❈❡♥tr❡ ❢♦r ❇❛s✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❇❧♦❝❦ ❏❉✱ ❙❡❝t♦r ■■■✱ ❙❛❧t ▲❛❦❡✱
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